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Задачи повышенной трудности

(решения, указания, методические советы)

163. Начало координат (рис.29) перенесли на 4 единичных отрезка влево. 

а) Какими стали координаты точек A, B, C, D, как они изменились? 

б) Есть ли на прямой точки, координаты которых уменьшились?

в) Как изменились модули координат точек A, B, C, D? 

г) Есть ли на прямой точки, модули координат которых не изменились?

Решение.
а) Координаты отмеченных точек до переноса начала координат:

А(–6), B(–1), C(4), D(8).

Новые координаты:

А(–2), B(3), C(8), D(12).

Координаты отмеченных точек увеличились на 4.

б) Сдвиг начала координат на четыре отрезка влево равнозначен сдвигу точек на 4 отрезка вправо. А мы знаем, что при перемещении точки вправо ее координата увеличивается. Значит, на прямой нет точек, координаты которых уменьшились.

в) Модули координат отмеченных точек до переноса начала координат:

А: |–6| = 6, B: |–1| = 1, C: |4| = 4, D: |8| = 8.

Модули новых координат:

А: |–2| = 2, B: |3| = 3, C:| 8| = 8, D: |12| = 12.

Модули координат отмеченных точек изменились следующим образом:

А: уменьшился на 4;

B: увеличился на 2;

C: увеличился на 4;

D: увеличился на 4.

г) Замечание. Опыт показывает, что некоторые учителя неправильно понимают поставленный вопрос. В тексте сказано «Есть ли на прямой точки…». Почему-то при ответе на этот вопрос рассматриваются только отмеченные точки, и ответ дается отрицательный. Но если бы вопрос касался только отмеченных точек, он был бы сформулирован так: «Есть ли среди отмеченных точек такие, модули координат которых не изменились?». Поэтому, отвечая на поставленные вопрос, следует рассматривать все точки прямой.

Точка, координата которой до переноса была равна –2, после переноса стала иметь координату 2. Это и есть та точка, модуль координаты которой не изменился.

313. Бригада рыбаков получила от двух банков ссуду на приобретение холодильного оборудования в размере 250000 р.: от одного под 5 %, а от другого под 7% годовых. Всего за год рыбаки должны уплатить 15500 р. процентных денег. Сколько денег взято у каждого банка?

Решение.
Рассмотрим арифметический способ решения этой задачи:

1) Сколько денег уплатили бы рыбаки, если бы всю сумму они взяли под 7%?

250000 : 100 · 7 = 17500 (р.).

2) На сколько меньше денег уплатили рыбаки?

17500 – 15500 = 2000 (р.) – это 2% от суммы, взятой под 5% годовых.

3) Какую сумму взяли под 5%?

2000 : 2 · 100 =  100000 (р.) 

4) Какую сумму взяли под 7%?

250000 – 100000 = 150000 (р.)

Ответ: 100 000 под 5%, 150 000 под 7%.

592. На столе лежал расколотый арбуз массой 10 кг, содержащий 99% воды. Через некоторое время часть воды испарилась, и ее процентное содержание в арбузе понизилось до 96%. Найдите новую массу арбуза.

Решение.
1) Найдем массу сухого вещества в арбузе.

100 – 99 = 1(%) – процентное содержание сухого вещества в свежем арбузе;

10000 : 100 = 100(г) – масса сухого вещества.

2) 100 – 96 =  4(%)  – процентное содержание сухого вещества в арбузе после испарения части воды;

100 : 4 · 100 = 2500 = 2,5 (кг) – новая масса арбуза.

Ответ: 2,5 кг.

Некоторые учителя допускают ошибки при решении этой задачи. Приведем примеры неправильных решений и прокомментируем их.

I вариант.

«Решение».
 10 кг –––– 99%

х кг –––– 96%

Пусть х кг – новая масса арбуза. Так как зависимость между величинами прямо пропорциональная, то 
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Значит новая масса ≈ 9,7.

«Ответ»: 9,7 кг.

Комментарий.

Масса арбуза и процентное содержание воды не являются пропорциональными величинами, поскольку масса сухого вещества при испарении остается неизменной. Чтобы проиллюстрировать это, рассмотрим упрощенный (в вычислительном плане) вариант ситуации, данной в задаче.

Пусть масса арбуза 10 кг, масса воды в нем 8 кг (80%), тогда масса сухого вещества, соответственно – 2 кг (20%). Если масса арбуза и процентное содержание воды пропорциональные величины, то при уменьшении массы арбуза в 2 раза (10кг : 2 = 5кг) процентное содержание воды должно также уменьшится в 2 раза (80% : 2 = 40%). Проверим это. Предположим, что после испарения части воды, масса арбуза стала равной 5 кг. Определим процентное содержание воды в «высохшем» арбузе. Поскольку сухое вещество не испаряется, его масса по-прежнему равна 2 кг. Значит, масса воды составляет 3 кг, 60% (а не 40%!) от 5 кг. А это и означает, что масса арбуза и процентное содержание воды не являются пропорциональными величинами.

II вариант.

«Решение» (приводим дословно).
1) Чему равна масса, содержащейся воды в арбузе?

10 кг –––– 100%

х кг –––– 99%

х = 
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2) Какой стала масса воды, содержащейся в арбузе, после испарения?

9,9 кг –––– 99%

    у кг –––– 96%

у = 
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3) Сколько воды испарилось?

9,9 – 9,6 = 0,3 (кг)

4) Чему равна новая масса арбуза?

10 – 0,3 = 9,7 (кг)

Ответ: 9,7 кг.

Комментарий.

Причина ошибки в том, что решение задачи не начато с ответов на вопросы – «Какая величина принята за 100%, известна ли эта величина?», «Какая величина принята за 100% в первом случае, какая во втором?». В данной задаче сначала за 100% принимается масса свежего арбуза, который содержит 99% воды, а затем – масса «высушенного» арбуза, и 96% воды содержится именно в этом, «высушенном» арбузе. Фраза «…ее процентное содержание в арбузе понизилось до 96%.» означает, что в «высохшем» арбузе масса воды составляет 96%. Поэтому во втором действии (II вариант) находится не то «Какой стала масса воды, содержащейся в арбузе, после испарения?», а масса девяноста шести процентов воды в свежем арбузе.

Решая задачи на проценты, в которых речь идет о свежих и сухих фруктах, свежих и сухих грибах и т.п., как правило, следует найти массу сухого вещества, которая остается неизменной. В задачах с другими подобными сюжетами также следует определить, что остается неизменным. 

Замечание. Решение задач 608 и 609, как правило, не вызывает затруднений. Однако, при записи ответов часто возникает путаница, поэтому мы полностью приводим решения и ответы.
608. В Москве в 2000 году стоимость проезда на автобусе была 4 р., а в Подольске – 3 р. На сколько процентов в 2000 году проезд на автобусе в Москве был дороже, чем в Подольске? На сколько процентов в 2000 году проезд на автобусе в Подольске был дешевле, чем в Москве?

Решение.
1) 4 – 3 = 1 (р.)

2) 3 р. –––––– 100 %

     1 р. ––––––  33
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3) 4 р. ––––––– 100%

     1 р. ––––––– 25%

Ответ: проезд на автобусе в Москве дороже, чем в Подольске на 33
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проезд на автобусе в Подольске дешевле, чем в Москве на 25%.

609. В результате дефолта (так называется экономический кризис, который случился  в России в 1998 г.) цены на импортные товары выросли примерно в 5 раз. До дефолта кроссовки стоили 200 р. На сколько процентов новая цена кроссовок выше старой? На сколько процентов старая цена кроссовок ниже новой? Закончите предложение: «В результате дефолта цены в среднем выросли на … %».
Решение.
1) 200 · 5 = 1000 (р.) – новая цена кроссовок;

2) 1000 – 200 = 800 (р.) – на столько подорожали кроссовки;

3) 200 ––– 100%

     800 ––– 400%

4) 1000 ––– 100%

      800 –––– 80%

Ответ: новая цена выше старой на 400%; старая цена ниже новой на 80%; «В результате дефолта цены в среднем выросли на 400%».

610. В городе N численность населения на 20% превышает численность населения в городе M. На сколько процентов число жителей города M меньше числа жителей города N?

Решение.
Пусть в городе M живет 100 человек. Тогда в городе N живет 120 человек. Требуется сравнить число жителей города M с числом жителей города N. За 100% принимают ту величину, с которой сравнивают. Поэтому за 100% принимаем число жителей города N – 120 человек.

120 –– 100%

1,2 ––– 1%

Определим, сколько процентов приходится на 20 человек:

20 : 1,2 ≈ 16,67(%).

Ответ: численность населения в городе M на 16,67% меньше чем в городе N.

709. Вода при замерзании увеличивается в объеме на 
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 часть. На какую часть своего объема уменьшается лед при превращении в воду. 

Решение.
I способ. Рассмотрим рисунок:


Из него видно, что при таянии лед уменьшается на 
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 своего объема.

II способ. Примем объем воды за 1. Тогда объем льда, полученного при ее замерзании, будет равен 1
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. Теперь возьмем лед, в объеме, равном той же 1. Определим объем воды, которая получится, когда этот лед растает. Объемы льда и воды – пропорциональные величины:

Вода 


Лед

1 –––––––––––––  1
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  х   ––––––––––––––  1

х = 
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Итак, если взять лед, объем которого составляет 1, то объем воды, полученной при его таянии, будет равен 
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. Значит, при таянии лед уменьшается в объеме на 1 – 
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Ответ: на 
[image: image17.wmf]12

1

 часть своего объема уменьшается лед при превращении в воду.

710. В урожайное время года (осенью) цены на овощи понизились в среднем на 50%, а к зиме они повысились на 10% по сравнению с прошлогодними ценами. На сколько процентов подорожали овощи по сравнению с осенью?

Решение.
И в первой и во второй частях первого предложения за 100% приняты зимние цены прошлого года, так как в каждом случае сравнение делается именно с этими ценами. 

Предположим, что некоторый товар зимой продавался по 100 р. Тогда осенью (после летнего урожая) он стал продаваться по 50 р. На следующую зиму его цена выросла до 110 р.

Во втором (вопросительном) предложении за 100% приняты осенние цены (так как сравниваем с ними). 

1) 50 : 100 = 0,5 (р.) – величина, которая приходится на 1%;

2) 110 – 50 = 60 (р.) – на столько выросла цена по сравнению с осенью;

3) 60 : 0,5 = 120 (%) – на столько процентов зимняя цена выше осенней.
Ответ: по сравнению с осенью овощи подорожали на 120%.
716. От потолка комнаты вертикально вниз по стене одновременно поползли две мухи. Спустившись до пола, каждая из них поползла обратно. Первая муха ползла все время с постоянной скоростью, а вторая поднималась вдвое медленнее, а спускалась вдвое быстрее первой. Какая муха быстрее приползла обратно?

Замечание. Чаще всего учителя решают эту задачу, обозначив скорость одной из мух х, а расстояние от пола до потолка – S (или принимают его за 1). В этом случае в ходе решения задачи требуется производить действия с алгебраическими дробями, т.е. с дробями, содержащими переменную в знаменателе. В конечном результате это приводит к необходимости сравнения двух алгебраических дробей. Нет необходимости объяснять, что в III четверти 6-го класса, когда предполагается рассматривать эту задачу с учащимися, большинство из них к этому не готовы. Рассмотрим два других, более наглядных, способа решения этой задачи.

Решение.
I способ (графический).

Построим графическую модель ситуации, описанной в задаче. Будем строить ее по этапам, выделяя расстояние, пройденное каждой мухой на этом этапе (за один и тот же промежуток времени).


II способ (аналитический).

Обозначим время, затраченное первой мухой на путь от потолка до пола, буквой t. Тогда 2t –  время, которое она затратила на весь путь.

 Вторая муха вниз двигалась вдвое быстрее, поэтому время,  которое у нее ушло на путь от потолка до пола равно 
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. Обратно она двигалась вдвое медленнее, поэтому время, которое она потратила  на путь от пола до потолка, составляет 2t, а на весь путь: 2t + 
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Сравнивая выражения 2t и 2t + 
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, видим, что первая муха приползет быстрее.

Ответ: первая муха приползет быстрее.

1074. Из пункта A в пункт B одновременно выехали автомобилист и велосипедист, причем скорость автомобилиста в 5 раз превышала скорость велосипедиста. Однако на полпути автомобиль сломался, и далее автомобилист  до пункта B добирался пешком, со скоростью вдвое меньшей скорости велосипедиста. Удалось ли автомобилисту прибыть в B раньше велосипедиста?

Замечание. Эта задача очень похожа на задачу №716. Ее также пытаются решать, составляя буквенные выражения в виде алгебраических дробей. Решим ее теми же способами, какими была решена предыдущая задача.

Решение.
I способ (графический).

Построим графическую модель ситуации, описанной в задаче. Будем строить ее по этапам. Для простоты будем считать, что расстояние между пунктами А и В равно 20 км.



Заметим, что при разборе этой задачи в классе, конечно, не следует делать 10 рисунков. Все этапы можно показать на одном рисунке, используя для стрелок, обозначающих передвижение велосипедиста и автомобилиста, мел разных цветов. Еще лучше, если у учителя имеется возможность использовать компьютер, а именно, слайды, изготовленные в программе Microsoft Power Point. 

II способ (аналитический).

Здесь также целесообразно использовать рисунок:




Обозначим время, которое понадобилось автомобилисту на преодоление первой половины пути буквой t.  Поскольку велосипедист ехал в 5 раз медленнее, ему понадобилось на этот же путь в 5 раз больше времени, т.е. 5t. На вторую половину  пути велосипедисту понадобилось столько же времени, сколько на первую, так как он ехал с постоянной скоростью 5t. Что же касается автомобилиста, то он на второй половине пути двигался в 2 раза медленнее велосипедиста, значит, и времени ему понадобилось в 2 раза больше, т.е.  10t. 

Итак, на весь путь 

велосипедисту понадобилось 5t + 5t = 10t,

а автомобилисту понадобилось t + 10t = 11t.

11t ( 10t, значит автомобилист добирался до В дольше, чем велосипедист.

Ответ: автомобилисту не удалось прибыть в В раньше велосипедиста.

1076. Сделайте рисунок, опровергающий утверждение:

а) если луч образует со сторонами угла равные углы, то он является биссектрисой этого угла.

Решение:

Луч BD образует со сторонами угла ABC равные углы, но он не является биссектрисой этого угла.

б) если два угла имеют общую вершину, а их биссектрисы вместе составляют прямую, то эти углы вертикальные.


Решение:

Углы ABC и DBE имеют общую вершину, а их биссектрисы BM и BN вместе составляют прямую, но эти углы не являются вертикальными.

в) если биссектрисы двух равных углов лежат на одной прямой, то эти углы вертикальные.

Решение:


В обоих случаях биссектрисы двух равных углов ABC и MNK лежат на одной прямой LF, но эти углы не вертикальные.
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II -- X этапы. На каждом из этих этапов за то время, пока автомобилист проходил 1 км, велосипедист успевал проехать 2 км. Поэтому расстояние между ними постоянно сокращалось, и на IX этапе велосипедист догнал автомобилиста, а на X обогнал его.





I этап. Полпути – это 10 км. Поскольку скорость велосипедиста в 5 раз меньше, он и проехать успел  в 5 раз меньше, т.е. 2 км
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